MATHEMATIQUES EN PREMIER CYCLE
PRESENTATION DU PROGRAMME

Notre cadre de réflexion

La proposition de programme qui suit est bien s$ue d'une demande du Premier Cycle :
demande de rénovation des contenus et surtout mtatdan aux évolutions du public. Notre
réflexion a donc tenté d’'y répondre au mieux, ®utrespectant un certain nombre de contraintes
gu’il convient sans doute de préciser au préalable

Notre réflexion a porté sur 'ensemble des conteeie/ant de la discipline mathématique
au Premier Cycle. Elle n’interfére donc pas avedéeoupage en modules d’enseignement.
En particulier, elle inclut les contenus mathémaggenseignés au sein du module OMSI.
Les horaires affectés aux mathématiques sont fible égard a la fois aux difficultés des
étudiants et au caractére fondamental de cet eresa@gnt. Ce déséquilibre au détriment de
notre discipline explique en grande partie cerwides difficultés que rencontrent nos
eléeves en mathématiques et en sciences en génmas avons pris cependant pour
hypothése de travail le cadre des horaires actdelsmathématiques, tous modules
confondus.

A leur entrée & I'INSA, nos éléves connaissentdifigultés réelles, y compris & mener a
bien des calculs pourtant assez élémentaires. @ettiition est un fait qu’il nous faut
prendre en compte, mais constitue surtout un aigaleu’il nous faut surmonter. Ce point
a donc été central dans notre réflexion : nousignglrons ci-dessous.

Pour autant, le niveau des compétences scientffigitendues d’'un ingénieur INSA ne
diminue pas. Il ne pouvait donc étre question ¢gnter sur les départements une charge
d’enseignement pour laquelle ces derniers ne despiqsas de marge horaire pour y faire
face.

Enfin, notre proposition se place dans le cadraee'@&volution naturelle (et qui devrait étre
périodique) des contenus enseignés en Premier .C$tley a donc continuité avec la
pratigue actuelle, ceci ne nous a pas empéchésrajgoger quelques changements
significatifs.

Les grandes lignes directrices

De méme qu’on ne peut réduire I'enseignement denses de l'ingénieur a une compilation
méme ordonnée de techniques et de recettes, Kgmeseent des mathématiques ne peut se
concevoir comme une simple formation a des outilssables ensuite dans d’autres disciplines.
Notre premier présupposé a été par conséquent flehié dans le cadre d'une formation
scientifique de haut niveau sur cing années.

Bien entendu la contribution des mathématiquestta éermation doit se traduire relativement tot
chez les éléves par la maitrise progressive deauéshd’analyse, de calculs, de résolution de
problemes susceptibles d’étre mobilisés avec pdaiits 'ensemble des disciplines. Nous pensons
aussi que les collaborations interdisciplinairesolnssent les différents champs disciplinaires et
contribuent positivement a qualité de la formati@les doivent donc étre développées.

Les difficultés croissantes rencontrées par leveélésont I'obstacle majeur a cette exigence
scientifique. On pourrait d’ailleurs dire que lesthématiques — si elles ne sont pas les seules
concernées — sont ici en premiere ligne. Nous avent dans cette réflexion de trouver un
équilibre différent des programmes mieux a mémecdecilier les volontés apparemment
contradictoires de garder le contenu scientifiquaeefavoriser la réussite de nos éléeves.



Pour cela et comme écrit plus haut, la préoccupat® proposer des programmes « réalistes » au
vu du niveau des éleves a été centrale. Nous ersdié plusieurs conséquences :

» Les évolutions proposées vont plus dans le semediiminution que d’'une augmentation.
Nous n’avons pas cependant cherché a faire moias, shpossible a faire mieux.

» L’adaptation aux rythmes de travail et aux exigende supérieur n'est pas facile. Nous
avons donc proposé une période d’adaptation, ptanietine insertion plus progressive
dans le Premier Cycle. La tension entre contenl®retires imposait que la durée de cette
période soit assez courte (environ 3 semaines).

* Un des buts avoués de cette période est aussiudairfées outils conceptuels nécessaires
tres rapidement a I'enseignement des autres disefpl Cette période n’est donc pas une
période de révision, méme si elle doit doter t@ssdleves de premiéres bases.

* Nous avons aussi essayé de mieux cerner et de anrar les finalités du programme.
Nous avons donc fait le choix d’assortir les contethématiques d’objectifs clairement
précisés. De méme, ont été spécifiées assez pramisdes limites a apporter dans le
traitement des différentes notions. Nous espérams aider a contenir certaines dérives
parfois constatées.

* Nous avons aussi essayé de dégager les grandes lignforce de notre enseignement
(comme la linéarité, la notion d’approximation, ..Des objectifs et les commentaires
soulignent cet aspect. Mais aussi, le programme &nerger quelques points
d’aboutissement qui, nous I'espérons, donnerorg aluoir le sens des contenus enseignés.
Une proposition de progression pédagogique ddidafidite classiquerenforce ce point de
vue.

Cette proposition s’est abstenue de trancher osrtppbints comme celui de [l'utilisation et
'enseignement de Maple. Si la situation est atdusnt ressentie comme insatisfaisante, nous
n‘avons pas voulu prendre parti dans ce débat. Mapsellerons seulement ici l'intérét d'un tel
outil s’il contribue non seulement a illustrer, maussi a faire comprendre aux éléves l'intéréh d’'u
formalisme et de la pratique algorithmique.

Evolutions des contenus

Comme dit précédemment, la réflexion n’est pasigaitun présupposé d'allégement, encore

moins d’extension des contenus enseignés. Le a¢gldt cette réflexion fait donc apparaitre des

modifications a la fois sous forme d’ajouts et sforme de retraits. S’expriment aussi des nuances
parfois fortes sur I'importance et le degré de @nofeur a apporter a I'étude de tel ou tel théeme.

Ce qui suit détaille les grandes évolutions eneces s

Les quelques points qui ont été rajoutés corresgungrincipalement a des points de portée
pratigue susceptibles d’applications au-dela deesenathématiques. Il en est ainsi :
 dune étude simple de deux notions d’'usage courded courbes paramétrées et les
coniques ;
* en algebre bilinéaire, de la projection sur un sseace qui est l'issue naturelle de
I'introduction du produit scalaire dans les espamedidiens ;
* pour les séries de Fourier, la convergence norrdales le seul cas des fonctions de
classeC?ne présente pas de difficultés et permet d’abdedeexemples des équations de la
chaleur et des cordes vibrantes.

Bien entendu, ce programme est celui du PremyeleGt donc s'impose a toutes les filieres qudgmse.



Seuls deux ajouts d’exemples ressortent d’'une appr@lus « qualitative » : une application
simple en dimension infinie du théoreme du poire fi un exemple de linéarisation d’équation
différentielle pour éclairer I'étude du cas linéair

D’autres points auraient mérité d'étre renforcésnme I'étude des formules de transformation
dans les intégrales curvilignes ou surfaciques.sNtaicontrainte horaire déja tres forte sur notre
discipline empéche de les prendre en compte datespreposition.

Le volume des retraits est plus conséquent et sjporal soit a une limitation parfois conséquente
des ambitions dans la technicité et le degré d@Eppdissement des notions étudiées, soit a des
suppressions pures et simples. Il en est ainsi de :

* |'étude des polyndmes est simplifié par suppresdiemétude générale des relations entre
coefficients et racines ;

» le calcul des primitives est simplifié : ne serégible des éléves sans aide particuliere que
le seul cas des primitives de fractions rationselle

* larégle d’Abel est supprimée de I'étude des suatates séries ;

* le chapitre dédié aux quadriques est entieremersné : si des exemples isolés pourront
étre étudiés en cas de besoin, aucune classificatio connaissance n’est exigible des
eleves ;

e |'étude des courbes et des surfaces est assengéfent remaniée : l'intégration de cette
partie dans le cadre des fonctions de plusieuiahias réelles permettra un gain de temps
conséquent ;

e malgré un intérét réel, le théoréme d’inversiorale@ été retiré du programme ;

» le théoreme des fonctions implicites a été maintemais dans le seul cas des dimensions 2
et3;

* I'étude des systemes différentiels se restreintasides systémes a coefficients constants
homogenes (sans second membre).

Enfin, les différents items du programme ont ésoes de commentaires plus précis sur I'étendue
a donner a chacun. Il est apparu important de préaisi des divergences d’interprétation de la

portée réelle de ce programme, et par la d’éviemtthiner les éléves soit dans une technicité trop
poussée, soit dans des prolongements théoriquesesgbles dans le cadre horaire imparti a la
majorité des éleves. De méme, on a veillé a necpafndre les champs respectifs des cours, des
travaux dirigés, des séances Maple et surtout\gdaations.

Pour la plupart des points qui ont été ainsi contégere curseur a été fixé en ayant a 'esprit les
difficultés rencontrées par les éleves. Il y a isssh un resserrement moins immédiatement

perceptible, mais réel du programme.

Quelgues rares collegues ont parfois proposé d’aliles loin dans les allégements. Ce point de vue
ne nous a paru pas pertinent, vu I'impossibilitgd®ulignée de reporter sur les départements la
charge d’introduire des notons de base requises Ipeaucoup de modules de troisieme année,
gu’ils soient mathématiques ou centrées sur d’'auiciplines.

Pour conclure, il importe de souligner une évidenside programme qui suit décrit 'ensemble des
connaissances qui sont requises des éleves a ldufiRremier Cycle, I'enseignement de ce

programme suit une progression de nature cumulatiueeement dit, tout savoir, toute méthode

enseignée a un instant donné peut (et devrait)sétitecité dans la suite. La formation et aussi

I'évaluation doivent aussi insister sur la nécessanise en cohérence et en synergie des
connaissances acquises.



MATHEMATIQUES EN PREMIER CYCLE
PROGRAMME

OBJECTIFS GENERAUX

L’objectif premier de notre formation mathématigere premier cycle est I'acquisition des bases
nécessaires pour les sciences de l'ingénieur (ypdsnkes mathématiques ! ). Cela suppose de
donner aux éleves la maitrise effective d’'un certeembre de concepts et d’outils fondamentaux,
mais aussi de commencer a motiver dans la mesupeshible cet apprentissage par des contextes
et des thématiques inspirés de cas aussi réelsagséle.

Plus précisément, la formation mathématique domméeremier cycle doit clairement se situer non
seulement dans le cadre d’'une préparation a unenéion d’'ingénieur, mais étre déja partie
prenante de cette formation d’ingénieur.

A ce titre, les enseignements de mathématiquessdbjréparer les éléves a se confronter a des
situations complexes de résolution de problemesssitant de mobiliser dans des contextes variés
et inédits des concepts mathématiques, de les eadaptine situation et d’en faire un usage
pragmatique, adaptée tant a la situation qu'ausaii$ recherchés.

Cet objectif est ambitieux — particulierement audeula formation antérieure de nos éleves — mais
nécessaire. La durée réduite de la formation prment mathématique a I'INSA impose qu’on s’en
préoccupe certes tres progressivement, mais g@sraere année.

Le bon usage d'outils informatiques de résolutiamncipalement de calcul formel) est a la fois un
objectif propre (a poursuivre avec les autres dis@s), et un moyen de s’abstenir de calculs
inutiles pour mieux concentrer I'attention sur fegions fondamentales et leur utilisation dans un
cadre moins scolaire.

Plus fondamentalement, un fil conducteur de I'ensgnement des mathématiques est la notion
d’approximation.

A lissue de la formation, les éléves disposeronted outils & la fois théoriques et pratiques
permettant de calculer et de manipuler des solutimexactes ou approchées de problemes de
base des sciences de l'ingénieur. Les idées d’apyirnation et de domaine de validité d’'une
solution sont donc centrales et les éléves doivemar conséquent étre sensibilisés a
I'importance d’une approche numérique et/ou algorihmique.

Les éléves devront disposer d’'une certaine habdetéalcul dés le début du cycle. Cette période
sera donc l'occasion de vérifier une maitrise detisode base (nombres complexes, équations
différentielles simples, ...) utilisés dans l'appissage des autres disciplines. Cette formation
eventuellement transversale interviendra deés laitdée la premiere année ou dans le cadre du
cours « Outils Mathématiques pour les Sciencedmgéhieur ». Elle sera I'occasion d’atténuer le
choc d’'un changement de rythme trop brutal entszt®ndaire et le supérieur.

A contrario, cette formation initiale doit permettpar la suite de développer les techniques
enseignées dans un cadre conceptuel adéquat, eigowet moderne, mettant les éleves en
possibilité d’abstraire des techniques les idéédegusous-tendent. Il convient en particulier ée n
pas réduire la formation a ce qui est exigible d'umjorité des éléves lors des évaluations.

Il est couramment admis que les mathématiques wonioyen privilégié de développer les

capacités de raisonnement. Cet objectif doit trotmete sa place en premier cycle comme par la
suite. Il importe cependant d’en préciser les carstoet les modalités. La pratique de la
démonstration n'a pas a étre systématique dansues.cL’apprentissage de la rigueur pourra se



faire tout autant en sollicitant les éleves a pneddes démonstrations simples, voire a validea ou
invalider une conjecture.

Dans tous les cas, l'intérét du formalisme doié girésenté et une maitrise suffisante est exigible.
Elle ne doit cependant pas constituer I'obstactie 4¢rop » a la compréhension des idées. De
maniéere plus générale, I'enseignement doit se cureresur les idées, et viser a faire rentrer les
eléves dans une certaine « intelligence » de laad#hm mathématique et de ses liens réels avec les
sciences de I'ingénieur.

La formation mathématique doit en réesumé, et au dal des objectifs décrits dans les différents
themes du programme, rendre apte les éleves a résa effectivement des problemes, a
développer progressivement leur autonomie. Plus géralement, elle doit concourir au
développement chez les éleves des qualitées dimagion, d’initiative, de travail, de
coopération, de rigueur, d’expression qui sont atredues d’un ingénieur INSA.

Le contenu précis du programme de Premier Cyclgrésenté par théemes, en dehors de presque
toute considération chronologique. Ce choix dorptre d’avoir un point de vue global sur ces
contenus et de donner la cohérence d’'une démaéttagpgique menée sur deux années.

Seule exception, la partie dite des « Notions de Isadevra étre étudiée suffisamment rapidement
pour permettre son utilisation dans les autresignements du Premier Cycle.

La liste des themes est la suivante :

« Notions de base

« Algebre

- Algebre linéaire et bilinéaire

- Fonctions numériques d’une variable réelle
- Intégration

« Suites et séries

- Espaces vectoriels normés

- Fonctions de plusieurs variables réelles

. Equations différentielles.



PROGRAMME PAR THEME

NOTIONS DE BASE

Objectifs :

Pour I'ensemble des disciplines scientifiques duClycle, il est indispensable que les éléves
maitrisent, au bout d’'un trimestre, un certain noantbe notions de base. Il s’agit d'une part de
consolider les acquis de la classe de terminadjti part de fournir des techniques calculatoires
qui seront approfondies ultérieurement.

Détail du programme :

* Eléments de logique : vocabulaire de la théorie eesembles, connecteurs logiques,
guantificateurs, types usuels de raisonnement r@oosee, par I'absurde, par récurrence).

Le but principal est ici de fixer la terminologi®n veillera a illustrer par quelgues exemples

bien choisis les liens et les différences entreglog et langage naturel, on reliera aussi une

proposition a son domaine de Vérité.

 Compléments sur les nombres complexes : proprigigsbriques, forme exponentielle,
racines niemes, résolution des équations du sesegre.

Le rappel des propriétés algébriques sera I'occasie travailler sur l'utilisation des signes

et I, de revoir les sommes partielles de séries aritlyués et géométriques, la formule du

bindbme et les formules de base du dénombrement.

» Geéomeétrie : repéres dans le plan et dans l'espasuit scalaire, produit vectoriel,
déterminant et produit mixte.

L’interprétation géométrique des notions sera systéquement mise en avant. Les TD seront

'occasion de veérifier que les éleves savent idientet manipuler les objets géométriques les

plus simples (vecteurs, droites, plans, cerclesesgs,...).

* Equations différentielles linéaires : résolution sdeéquations y'(t)+a(t) y(t) = f(1)
ety"(t) +ay(d+ by )= f(), ou le second membré(t) sera restreint aux cas utiles aux
autres disciplines (fonctions constantes, trigortoonges, exponentielles).

Pour traiter les équations d’ordre 2, on introdujrde maniére élémentaire, I'exponentielle

complexe et les propriétés de la fonctiorm € (adJC).

» Courbes : courbes paramétrées, vecteur tangent.



ALGEBRE

Objectifs :

Le programme de premier cycle est essentiellenmnmné vers I'analyse. La partie algebre est
donc réduite et principalement orientée vers laoogaosition des polynémes et des fractions
rationnelles, en vue des applications en analyssve{dppements limités et recherche de
primitives). Néanmoins il nous apparait importaet skensibiliser les étudiants a la démarche
algébrique a I'aide de quelques exemples judicgans pour autant faire un cours exhaustif sur les
structures algébriques.

Les structures étudiées sdRtet C avec pour objectif la décomposition des polynoreesies
fractions rationnelles.

La distinction entre polynéme et fonctions polynalas sera faite en cours, mais on laissera la plus
grande liberté au niveau de I'utilisation. Les pdlgnes et leur maniement fournissent de bonnes
illustrations, en début de premiere année, de masments mathématiques notamment utilisant des
récurrences. On insistera sur la caractérisationeehombre de racines d'un polynébme en
distinguant le cas réel du cas complexe.

Détails du programme :

+ Les complexes :
o Formule du binéme.
o Racinesx-iemes d’'un complexe non nul.
o Reésolution des équations du second degré a caeffscdansC.

+ Les polynémes :
o Polynbmes a coefficients réels ou complexes niéfns et notations.
o Sommes et produits de polyndmes. Anneau des polgad
o Division euclidienne et division par puissancessgantes.
Ces opérations seront largement utilisées pourdeothposition d’une fraction
rationnelle en éléments simples, et la recherchéaleloppements limités.
o0 Racines d'un polynébme : caractérisation de la g par X —a, ordre de

multiplicité d’'une racine.

o Formule de Taylor. Application a la caractérisatites racines multiples.

Théoréme de d’Alembert (admis). Factorisation d&fiX| et dansC[X].
Somme et produit des racines.
* Les fractions rationnelles :

o Notions de fractions rationnelles a coefficientagi® ou C.
o Podle et ordre de multiplicité d’'une fraction ratiatie.

o Décomposition d’une fraction rationnelle en élérsesitmples dan@[x] et dans
R[X].

Les éleves devront étre capables de passer de 8ulfeutre (principalement dans le

cas des pbles simples).



ALGEBRE LINEAIRE ET BILINEAIRE

Objectifs :

L’objectif premier est que les éleves reconnaisdanitinéarité de certains modéles et sachent
identifier les structures d’espaces vectorielsfalit aussi montrer l'intérét du linéaire et des

propriétés trés particulieres qui y sont attachetebefficacité qui en découle pour la résolution

effective quand les probléemes sont linéaires.

La notion de dimension (qui est a relier avec lecept usuel de degrés de liberté) et celle de base
sont centrales.

Si quelques exemples de dimension infinie sont gg&iees (espaces de fonctions ou de suites),
cette partie visera d’'abord une bonne maitrise alaut dans un espace de dimension finie. Les

éléves devront avoir compris que ce calcul se ramaérelui danK" via une base.

Le choix « stratégique » d’une base est un élémssgntiel de résolution d’'un probleme, les éleves
doivent y étre sensibilisés et exercés via quelgaglications classiques (par exemple de

géomeétrie ou calcul de puissances d’'une matrice).

La notion de vecteur propre apparait naturellengamis ce cadre et 'importance de cette notion

devra étre mise en évidence, avec en particuk¢nde de la diagonalisation des endomorphismes
en dimension finie.

Pour toutes ces notions, une maitrise réelle ssiegemples raisonnables sera exigible.

Deux outils fondamentaux sont la résolution deésysss linéaires et le calcul matriciel.

Le calcul matriciel est utilisé en permanence bieda scolarité de 'INSA. Les éléves devront en
maitriser la technique et l'interprétation dans aemtextes différents (changement de base,
systemes linéaires, endomorphismes, formes ququesi).

Pour les systemes linéaires, on attendra que @se®lsachent dans des cas simples poser un
systeme, le résoudre et interpréter la solutionl’&tistence de logiciels performants, la résolatio

de systémes un peu « lourds » n’est pas un obgacfifogramme.

L'étude de I'algébre bilinéaire a deux finalités :
= d’'une part, la présentation des espaces eucligliens
= d’autre part, celle des formes quadratiques.

La notion de produit scalaire est centrale tantdenension finie qu’en dimension infinie. Les
éléves devront étre capables de reconnaitre uruprechlaire, et d'utiliser la norme associée. En
outre, en dimension finie, les exigences iront jiBda maitrise des bases orthonormales. Comme
précédemment, les aspects géométriques devronsailignés en permanence et exploités autant
gue possible.

L'étude des formes quadratiques a pour perspelgivaéduction a I'aide de la diagonalisation des
matrices symétriques réelles. Les applicationsegsdnt I'étude des courbes et des surfaces (ou la
notion de signature sera utilisée pour la clas#ifin) et le traitement des extrema locaux.

Détails du programme :
» [Espaces vectoriels :
o Combinaisons linéaires ;
0 Espaces et sous-espaces vectoriels, opératiopss@ntion, somme, somme directe)
sur les espaces vectoriels, sous-espaces suppirasnt
o Familles de vecteurs génératrices, familles librediées, bases, dimension d'un
espace vectoriel, coordonnées d’'un vecteur, nat&orang.



Les exemples exotiques sont a proscrire. Les awpéférence sont idR ou C.
» Applications linéaires :

0 Notions d’homomorphisme et disomorphisme, dendgshisme et
d’automorphisme ;

o Image et noyau, image d'un systeme de vecteurg(gtzur, libre) ;

0 Résolution d'un systeme linéaire ;

0 Rang d'une application linéaire (en dimension fingécriture analytique, théoréme
du rang ;

0 Structure de I'ensemble des applications linéaite& dansF, de I'ensemble des
endomorphismes de

Cette partie est I'occasion d’un exposé succinctlasl projections et symétries, mais en se
limitant aux propriétés géométriques et aux carasédions (sans démonstration). Les
exemples nombreux et variés (de toute dimensiompueillustrer I'intérét de ces notions.
On montrera le lien avec le calcul matriciel.

* Matrices:

o Notations matricielles, matrice d’'une applicatioréhire ;

o Espace vectoriel des matrices rectangulares, rang d’'une telle matrice ;

o Opérations sur les matrices (multiplication, travssfion) ;

o Opérations sur les matrices carrées n et matrices particulieres (symétrique,

diagonale, triangulaire, ...) ;
Matrices inversibles ;

o0 Matrice de passage, semblables et équivalentes.

Les liens avec les applications linéaires et leangfements de base seront faits de maniére
constante.
» Déterminants :

o Déterminants en dimension 2 ou 3, définition enafisionn comme formen-
linéaire alternée, écriture générale et propriéiéseloppement par rapport a une
ligne ou une colonne ;

o Déterminant d'un produit (sans démonstration), dade I'inverse d’'une matrice ;

o0 Applications aux systemes de vecteurs, aux enddmsmnes.

En admettant certains résultats, on renoncera agéxahstrations sans portée pratique ou
pédagogique (forme alternée, développement par adp@ une ligne ou une colonne,
déterminant d’un produit).
e Systémes linéaires :
o0 Meéthode de Gauss, rang d’'un systéme ;
o Cas des systemes de Cramer en petite dimensiardthé et résolution).
On visera une bonne maitrise des étudiants suesoets configurations de systeme.
» Diagonalisation :

0 Vecteur et sous-espace propres, valeur propre ;

o Polyndme caractéristique et développement ;

0 Matrices diagonalisables, cas des valeurs propstsctes, condition nécessaire et
suffisante de diagonalisation.

Cette partie est un point d’aboutissement de centheet offre la possibilité de synthese
basée sur des problémes concrets, par exemplel&éta systemes différentiels ou de suites
récurrentes. On privilégiera le point de vue desl@norphismes pour garder le lien avec
les applications. L'illustration avec un TP Maplerait souhaitable.

* Formes bilinéaires et quadratiques :

o Formes bilinéaires symétriques ;

o Formes quadratiques ;

o Expression matricielle en dimension finie et changet de base.

(@)



* Produits scalaires :
o Définition et propriétés du produit scalaire, inktgade Cauchy-Schwarz ;
o Espaces euclidiens: bases orthonormales et proctoédhogonalisation de
Schmidt ;
0 Projection sur un sous-espace.
* Diagonalisation des matrices symétriques réelles :
o Diagonalisation des matrices symétriques réelles ;
o Applications : réduction des formes quadratiqueslleg, signature d'une forme
guadratique.
La démonstration de I'existence d’'une base orthorade de vecteurs propres pourra étre
faite en cours. La classification des coniquesl’egemple classique a traiter en séance de
travaux dirigés.



FONCTIONS NUMERIQUES D’'UNE VARIABLE REELLE

Objectifs :

Un ingénieur travaille dans un environnement otnddion de fonction est omniprésente. La
modélisation des phénomeénes s’appuie sans arréegamotion.

Pour faire court, I'étude des fonctions d’'une serddable est nécessaire des le début du cursus,
tandis que celle des fonctions de plusieurs vambéra achevée en deuxieéme année.

L’étude des fonctions numériques d’une seule viriabt donc menée dans la continuité de ce que
les étudiants ont appris en terminale. Les notidadimite, de continuité, de dérivabilité sont
présentées dans un contexte plus formalisé pemdtigilisation d'outils théoriques performants.
On introduira ensuite les relations d’équivalendede « négligeabilité » qui permettent de
comparer les fonctions au voisinage d’un pointestalculer plus efficacement certaines limites.
Puis viendront les énoncés de calcul différentiels formules de Taylor-Young et de
Taylor-Lagrange permettant souvent une étude localgylobale des phénoménes étudiés. Des
techniques de majoration d’erreur seront enseigmdies de quantifier la qualité de certaines
approximations.

Enfin, certains algorithmes permettant d’approdhesolution d’'une équation seront présentés. Ces
techniques permettront souvent d’utiliser des swatede les associer a I'étude des fonctions.

Détails du programme :
« Lesréels:
R est un corps commutatif totalement ordonné.
Notions sur les nombres rationnels et irrationnebnsembleQ est dense danRk .

o Majorant, minorant, plus grand élément, plus p&Egément, borne supérieure, borne
inférieure.

o Propriété fondamentale : toute partie Be non vide et majorée (resp. minorée)
admet une borne sup (resp inf).

+ Limite et Continuité :

o Limites : définition et propriétés.

o Continuité en un point : définition, exemples ettrte-exemples, opérations.

Dans un premier temps on illustrera les notionsraayen d’exemples et de contre-exemples
simples en s’appuyant chaque fois que cela estilgessur des illustrations graphiques.
Ensuite on écrira des définitions avec les quargtéurs.

o Continuité sur un intervalle : Image d'un intereallthéoréme des valeurs
intermédiaires.

o Image d'un intervalle fermé et borné.

On montrera tout l'intérét d’étudier une fonctionrtinue sur un intervalle fermé et borné
pour des problémes de majoration, ou de minoration.

o0 Fonctions monotones sur un intervalle.

o Fonctions réciproques : bijection, bijection réoigue, cas des fonctions continues
et strictement monotones sur un intervalle, pra@siée la bijection réciproque :
sens de variation, continuité, dérivabilité.

 FEtude des fonctions « élémentaires » :
0 Logarithmes, exponentielles et puissances.
o Fonctions circulaires réciprogues: arccos, arcsaraan.
o Fonctions hyperboliques : ch, sh, th, argch, aegsrgth.
On montrera l'intérét de ces fonctions dans le pagrage du cercle, de l'ellipse et de
I'nyperbole.
» Comparaison de deux fonctions :

0 Négligeabilité et équivalence : définitions, nata8 et propriétés.



o Compatibilité avec les opérations, le logarithmexponentielle, les puissances.
On insistera sur le respect des régles de caleupaticulier a propos de I'addition.
o Comparaison au voisinage de O etste des fonctions logarithmes, exponentielles
et puissances ;
« Calcul différentiel.
o0 Théoreme de Rolle. Théorémes des accroissemergefiapplications.
o Fonctions de class€"et C” sur un intervalle. Formule de Leibniz.
o Formule de Taylor-Lagrange. Formule de Taylor-Yaufpplication : Etude de la
position d’une courbe par rapport a sa tangente.
Bien insister sur la différence entre ces deux fde® : la formule de Taylor-Lagrange a un
caractére global alors que celle de Taylor-Youngura caractére local. Un TP Maple
permettra d’illustrer ces notions.

- Développements limités :

Définitions et propriétés classiques.

Opérations sur les développements limités : sonpnoeluit et quotient.
Composition des développements limités.

Intégration et dérivabilité d’'un développement liéni

Développements limités généralisés et développesramymptotiques. Application :
étude des branches infinies d’'une courbe.

(@)
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INTEGRATION

Objectifs :

On construit l'intégrale d'une fonction comme Imile d'une suite d'intégrales de fonctions
constantes par morceaux. Les objectifs sont d'ame ge retrouver l'association naturelle entre
intégrale et aire, et d'autre part d'initier lagdéants a I'état d'esprit de l'intégration numégiqu

Le cours de calcul intégral est dans la suite duscde calcul différentiel pour les fonctions d'une
variable réelle. La maitrise des techniques duutaftégral a une variable constitue un objectif
essentiel de la premiére année. Cela passe pansl@dation des acquis de classe de terminale
(primitives des fonctions usuelles, intégration parties) et un recours aux connaissances acquises
antérieurement dans l'année (fonctions usuellegagticulier les fonctions hyperboliques et les
fonctions réciproques, décomposition en élémemiplsis). Une bonne assimilation de la formule
de changement de variable est impérative.

Concernant l'intégrale généralisée (ou impropm)jdctif du programme est la maitrise de la
notion de convergence pour une intégrale d'unetifmmeéelle sur un intervalle non fermé ou non
borné, a l'aide de critéres différents. Cette déhmgualitative fait appel aux outils de companaiso
de fonctions. Elle se retrouvera a propos de [&tlebs séries numériques.

L'intégrale de fonctions de deux ou trois varialdssintroduite, de maniere analogue au cas d’une
variable, comme limite d'une suite d'intégralesfaiections constantes par morceaux (sur des
rectangles pour deux variables, et des paveés paig).tL'important est de maitriser le calcul de ce
intégrales en se ramenant a des intégrales simsplEessives et au moyen de changements de
variables. On insistera notamment sur le passage caordonnées polaires, cylindriques et
sphériques.

Les intégrales curvilignes et surfaciques, en génatroduites dans un enseignement OMSI sont
utilisées au premier cycle en physique et en m@oan{théorie des champs). Pour calculer ces
intégrales, les étudiants doivent maitriser l'usdgyparamétrages simples de courbes et surfaces.

Détails du programme :
» Intégration sur un intervalle fermé et borné desfimns a valeurs réelles :
o Fonctions en escalier et intégrale d'une fonctioescalier (propriétés).
o Fonctions Riemann intégrables, définition et ppacix exemples : les fonctions
monotones, monotones par morceaux, continues,nee@gipar morceaux.
L'important est de faire comprendre le passage @'somme d'aire de rectangles a une
intégrale grace a la notion de passage a la limite insistera sur les illustrations
graphiques.
o Propriétés de lintégrale de Riemann (linéarité@issance, relation de Chasles).
Formule de la moyenne.
On pourra démontrer certaines de ces propriétésadipdes propriétés correspondantes
de l'intégrale des fonctions en escalier.

o FEtude dexn—>LX f (t)dt(continuité sif intégrable, dérivabilité si continue), lien

entre intégrale et primitives des fonctions corgsu
o Calcul d'intégrales : intégration par parties, gfeanent de variable.
o Formule de Taylor avec reste intégral.



o Calcul de primitives : calcul de primitives de fdioas usuelles; calcul de
primitives « par parties », changement de variadeparticulier le cas ou on doit
utiliser un changement de variable bijectif ; tdges de calcul de primitives d'une
fraction rationnelle.

On se limitera a des cas simples d'intégration gg@composition en éléments simples. Lors
des exercices dans les autres cas, les changenhentriables permettant de retrouver une
fraction rationnelle seront fournis aux étudiants.

o Calcul approché d'une intégrale : par exemple, &hode des rectangles, des
trapézes. On pourra indiquer que I'on ne sait papurs exprimer les primitives
d'une fonction continue a l'aide des fonctions lissieet qu'il convient alors de
disposer de méthodes pour calculer des valeureeppes de l'intégrale.

Intégrales généralisées ou impropres

o Fonctions localement intégrables sur un intervalle.

o Définition de la convergence ou de la divergencmel'intégrale impropre sur un
intervalle non fermé ou non borné; cas des intégrédussement impropres et des
intégrales doublement impropres.

o Calcul d'intégrales généralisées : utilisation glasitives, changement de variable
C'et bijectif, intégration par parties.

On présentera lI'exemple fondamental des fonctiamssances (intégrales dites « de
Riemann »).

o Intégrales des fonctions positives : la croissaieela fonction « intégrale de la
borne d'en haut » donne une condition nécessaisefiéante de convergence de
l'intégrale. Inégalités et convergence; intégrdie$onctions équivalentes.

olntégrales absolument convergentes : définitiongdavergence absolue implique la

convergence, (mais la réciproque est fausse)t Sio(g) avecg positive et d'intégrale

convergente, alors l'intégrale flest absolument convergente.
oCritére de Riemann au voisinage de +
= premier cas f équivalente a I'inverse d’'une fonction puissance ;

s 1 .y L
= deuxieme cas :f(t):o(t—aj aveca > 1 ou de maniere equivalente

im t*f(t) =0;

I
| N )
« troisieme cas lim t*f(t) =0 avecac<l.
t -+

oCritére de Riemann au voisinage d'un réel a (tasségalement).
Intégrales de deux ou trois variables réelles.

o Notions sur la construction de l'intégrale d'umection continue sur une partie fermée

et bornée a partir de pavages de cette partiesetaiames de Riemann associées.

La construction sera donnée sans démonstrationurigigse, il s'agit seulement de faire
comprendre le lien entre l'intégrale double d'umadtion et le volume sous la surface
associée a cette fonction. On généralise ensuite censtruction au cas de trois variables.

o Propriétés de l'intégrale : linéarité, inégalitégditivité par rapport au domaine
d'intégration.

Ces résultats seront donnés sans démonstration.

o Calcul dintégrales : expression d'une intégralebtto a l'aide de deux intégrales
simples successives ; d'une intégrale triple ad'ale trois intégrales simples ou
d'une double et d'une simple.

oFormules de changement de variable.

On insistera sur les passages aux coordonnéesrpslaiylindriques et sphériques.
Intégrales curvilignes et surfaciques.



oDéfinition et procédés de calculs, longueur d'uperlse paramétrée et aire d'une
surface paramétrée.
oCirculation d'un champ de vecteurs le long d’'unarbe, flux d’'un champ de vecteurs
a travers une surface ;
oFormules de transformation (théoremes de Stok@stebgradski).
Tous les types d'intégrales seront utilisés égaterpeur la géométrie des masses (masse,
moment d'inertie, coordonnées du centre d'inertie).



SUITES ET SERIES

Objectifs :

La résolution effective d’'un probléme concret pdssglus souvent non par la détermination d’'une
solution explicite, mais par celle d’'une famille slelutions approchées. Les suites et séries sont
donc des outils fondamentaux, dont les éléves dbigesséder une bonne maitrise. Elles seront
étudiées dans cette perspective.

L’étude des suites numériques donne tout d’aborpaimt de vue indispensable sur I'ensemble des
réels. Elle se prolongera plus tard dans le cadseedpaces vectoriels normés avec le théoréme du
point fixe. Les propriétés variées des suites eesée fonctions permettent de résoudre de
nombreux problémes physiques (par exemple les iéggatie la chaleur et des cordes vibrantes)
dans un cadre rigoureux, qui fournit aussi natemedint des solutions approchées a ces problemes.

Détails du programme :

Suites de réels :

o Convergence d'une suite, limites infinies, prog#algébriques, inégalités, suites
extraites ;

o Caractérisation séquentielle de la continuité,l@aes supérieures et inférieures de
parties deR .

0 Suites bornées, suites monotones, suites adjacefpgdication : de toute suite
bornée on peut extraire une suite convergente.

o Suites arithmétiques et géométriques, suites @sfipar une relation de la forme
u,,, = f(u,), propriétés de monotonie et de convergence.

Séries numériques :

o Définition de la convergence, propriétés algébrgquexemples des séries
géomeétriques.

0 Séries a termes positifs, propriétés de comparassoies de Riemann.

0 Suites de CauchyR est complet.

0 Séries absolument convergentes, criteres de Cauwtiembert et Riemann,
produit de deux séries absolument convergentes.

On pourra alors étudier des exemples et contre-plesrsur le changement de I'ordre des
termes d’une série et leur regroupement.
0 Séries alternées.
Suites de fonctions :

o Convergence simple et convergence uniforme ;

o Liens de la convergence uniforme avec la continllitéegrabilité et la dérivabilité.
Séries de fonctions :

o Convergences simple, uniforme, normale ; relatemtge ces convergences.

0 Séries entieres : rayon de convergence, proprittda somme d’une série entiere a
l'intérieur du disque de convergence, fonctions elidppables en série entiére,
exemple de I'exponentielle complexe,

On pourra par exemple en TD utiliser les sérieséeas pour résoudre certaines équations
différentielles linéaires.

o Séries de Fourier: définition, expression des faehts (formes réelles et
complexes), théorémes de convergence.

Le théoreme de convergence simple de Dirichlet adrais, mais la convergence normale
sera démontrée dans le cas des fonctions de clés$@n pourra motiver cette étude par
des applications simples (traitement du signal).

o Applications : résolution de I'équation de la cheilet de celle des cordes vibrantes.



ESPACES VECTORIELS NORMES

Objectifs :

Les espaces vectoriels normés sont le cadre napan@l présenter et traiter des problemes
d’approximation. De ce point de vue, le théoremepdimt fixe est un résultat tres important de ce
chapitre.

Par ailleurs, I'étude des espaces vectoriels noaségn préliminaire a celle du calcul différentiel

Détails du programme :
* Norme
o Définition
o Normes usuelles s®" (| |, || [, | |..)-
o Norme infinie surC® ([O]])
o Normes équivalentes, toutes les normes sont éguiteed en dimension finie
(admis)
o Normes matricielles induites, cas des norinés | |,. | |. -
* Propriétés métriques
o Ouvert, fermé
0 Suites, convergence des suites

o Toute suite de Cauchy de" converge
o Toute suite de Cauchy d&° ([O]]) (pour la norme infinie) converge

o

Fonctions continues, lipschitziennes sur un espac@é.
e Théoréme du point fixe
o Cas ou l'application est globalement contractante ;
o Cas ou l'application est contractante sur un domatable ;
o0 Exemples en toutes dimensions ;
o0 Méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel
On pourra aussi montrer l'intérét théorique de deédréme en dimension infinie : par
exemple existence et unicité des solutions d'unetém différentielle non linéaire, cas
général, avec hypotheses simplificatrices.



FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES REELLES
Objectifs :
Les fonctions de plusieurs variables intervienneaturellement dans I'étude des modéles et des
phénomenes faisant intervenir plus d’'un paramétopportunité de donner des exemples concrets
est donc ici particulierement facile a saisir.
Les définitions de fonctions différentiables etdiérentielles seront données dans le cas général,
ce qui permet d’insister sur la notion d’approximatde la fonction au voisinage d'un point.
Cependant, le cadre quasi-permanent d’étude est della dimension finie et des fonctions a
dérivées partielles continues. On ne déborderadpase cadre lors des évaluations. Les courbes
paramétrées ont été présentées dans le théme onNi#i base » et donc étudiées en début de
Premier Cycle : on présentera ici les surfacedlgstriant le théoréme de fonctions implicites.

Détails du programme :
« Définition de la différentiabilité pour une applitm
Cette définition pourra étre donnée dans un cadeeégal d’espace vectoriel normé de
dimension quelconque, mais la suite du cours ais les exercices devront avoir pour
cadre la dimension finie).
+ Différentiabilité en dimension finie
o Dérivées partielles, matrice jacobienne, vectewadignt pour les fonctions de
R"versR.
0 Tangente a une courbe= f(X); plan tangent a une surfaeze= f(x Y).

o Dérivées partielles, différentielle, matrice jacaime (casR"vers R™).
Pour toute la suite du théme, on se limitera audiss fonctions de clas&® .

« Applications de class€"
o Toute application admettant des dérivées partiadl@stinues sur un ouvert est
différentiable sur cet ouvert.
Il pourra étre intéressant de démontrer ce résultamns le cas des petites dimensions.
o0 Opérations sur les différentielles (somme, produimposition).
0 Changements de variablesC'tdifféomorphismes), exemples de résolution
d’équations aux dérivées partielles par changeuenariable.
o Inégalité des accroissements finis. Applicationuéilisation du théoreme du point
fixe.
» Développement de Taylor au second ordre (fonctifenR" versR).

o Applications de class€®.
o0 Matrice Hessienne, théoréme de Schwarz (admis) ;
o Développement de Taylor-Young a l'ordre deux ;
o0 Recherche d’extrema locaux et de points critiqokssification) ;
o Exemples de problémes d’optimisation.
» Courbes et surfaces :
o Coniques planes (équations cartésiennes par foyerdirectrice, équations
paramétriques);
0 Courbes et surfaces paramétrée®Rdeplan tangent, courbes coordonnées ;
o Surfaces particulieres (de révolution, cylindriquasiques)
Ces exemples seront présentés en TD a l'aide déeMap
* Theéoréeme des fonctions implicites (admis) :
o cas f(x,y)=0: tangente, position de la courbe par rapporttarigente

o cas f(x Y, 2 =0: plan tangent, position de la surface par rappomplan tangent
o casf(xy,2=0etg(xy,2=0:tangente a la courbe.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Objectifs :

Ce theme est principalement consacré aux équagbnaux systemes différentiels linéaires.
Quelgues exemples d’équations différentielles rio@aires seront abordés a la fin. Il sera illustré
par des exemples issus de différents champs disaiigs.

Détails du programme :
o Généralités sux'(t) = f(x(1),1t), la fonctionx(t) étant a valeur danR".
o Equation différentielle linéaire. Equation diffétitle linéaire avec second membre.
o0 Theéoréeme (admis) d’existence et d’unicité des smhgt pour une équation ou un
systeme différentiel linéaire (avec second memlem@yemble des solutions.
« Equations différentielles linéaires du premier @deéuxiéme ordre
Il s’agit ici de compléments, voir aussi le théndations de base ».
o Equation avec second membre : méthode de la \ariate la constante, calcul
explicite des solutions.
0 Abaissement de l'ordre.
On donnera a cette derniere méthode une place teé¢oar exemple en TD), proportionnée
a son utilité pratique.
* Systémes différentiels linéaires du premier ordeeeifficients constants
0 Sans second membre : Calcul et expression desasd™udans le cas des matrices
diagonalisables.
On pourra mener en TD (éventuellement en assooiadicec d’autres disciplines)
I'étude sur un exemple des problémes de stabilite ¢rajectoire.
« Equations différentielles non linéaires
0 Quelques exemples simples d’équations différertelhon linéaires : variables
séparables, ...
o Initiation a la linéarisation sur un exemple.
Un exemple, décidé chaque année en commun, paairalfobjet d'une étude plus
approfondie, prenant notamment en compte I'exanesndifférents comportements des
solutions.



